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論 文 内 容 の 要 旨 
本論文は 3 つのパートからなる．Part 1 では組合せ論的な視点から旗多様体の同変コホモロジー環に
ついて考察している． 
トーラス群の作用をもつ多様体の同変コホモロジーでは，不動点集合への制限写像が，ある条件下で局
所化定理により単射となる．この写像の像は，Goresky-Kottwitz-MacPherson によると，GKM 条件を
満たしている場合，不動点を頂点，不動点を結ぶ１次元軌道を辺，接表現のウェイトをラベルとすること
で，ラベル付きグラフ（GKM グラフ）が得られる．Guillemin-Zara は，GKM グラフに対して組合せ
論的に“コホモロジー環”を定義し，Goresky-Kottwitz-MacPherson の結果を「GKM 条件を満たす多
様体の同変コホモロジー環は，付随する GKM グラフのコホモロジー環と同型である」と言い換えている．
ここで考えられているコホモロジー環の係数は複素数体又は有理数体である．Part 1 で扱ったのは古典
型旗多様体と G_2 型旗多様体の係数が主に整数のグラフコホモロジー環の環構造の計算，つまり多項式
環をどのようなイデアルで割ったときにグラフコホモロジー環と同型になるかという問題の解答を与え
ている．  
Part 2 では Part 1 でも出てきた局所化の考え方を使って(A 型) 旗多様体の部分多様体の同変コホモ
ロジー環について考察している．旗多様体は Hessenberg 多様体と呼ばれる部分多様体の類を持つ．その
中でも Peterson 多様体は Hessenberg 多様体の比較的簡単な例でありながら旗多様体の量子コホモロジ
ーと関連するなど，非常に重要な多様体であることが認識されている. Peterson 多様体は旗多様体に作用
するトーラスのある 1 次元部分トーラスの作用を持っており，Part 2 ではその 1 次元トーラスの作用に
関する同変コホモロジー環を計算した．Part 1 で使った手法はほとんどが組合せ論的手法だったのに対
し，Part 2 では可換環論の手法も用いている． 
カタラン数の解釈の一つに Dyck path の個数がある．Part 3 ではこの Dyck path の定義を自然に拡
張し，その個数を計算することでカタラン数の一つの一般化を与えた． 
 
論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨 
本論文は３部からなる．第１部では，古典型および例外 G２型の旗多様体に付随する GKM グラフの整
数係数コホモロジー環を決定している．旗多様体は自然にトーラス群の作用を持ち，その同変コホモロジ
ー環が（C 型以外は）付随する GKM グラフのコホモロジー環と同型になることが知られているが，その
事実を用いず，全く組合せ論的に環構造を決定している．この結果から逆に旗多様体の同変コホモロジー
環の環構造が分かる．なお，例外 G２型の場合は，D.Anderson が全く異なる方法で環構造を決定してい
る．面白いことに，これら２つの環表示は異なっているが，環としては当然のことながら同型となってい
る．第２部では，旗多様体の部分多様体である Peterson variety の（同変）コホモロジー環の具体的記述
を与えている．Peterson variety は，旗多様体の量子コホモロジー環と密接に関係し重要な対象である．
Peterson variety のコホモロジー環の記述はこれまで幾つか知られていたが，本論文で得られたコホモロ
ジー環の記述は，多項式環を２次式で生成されるイデアルで割ったものという簡明なもので，特に
Bayegan-Harada の予想が肯定的であることを示している．第３部では，Dyck path によるカタラン数の
解釈の拡張を考え，一般化された Dyck path を数え上げる公式を与えている．カタラン数には 200 以上
の解釈があり，その一つの一般化である(q,t)カタラン数はシューベルトカリキュラスと関連する．本論文
で導入した一般化されたカタラン数もシューベルトカリキュラスとの関係を暗示させる現象があり，これ
を探ることは非常に興味深く今後の研究が待たれる． 
以上，本論文の結果は重要な知見をもたらしており，博士（理学）の学位を授与するに値するものと審
査した. 
